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Imanacién

\_

/(',Cuél es el problema? \

Ejemplo candnico: Modelo de Ising (~ 1925)

Funcion de particion

1
_—HIsin
ZIsing: g e *BT ®
{si}

1 N
M:N;S‘j

Ferromagnetico | Paramagnetico

Ordenado Desordenado

T:
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/‘Susceptibilidad y correlaciones I

M
T=T1¢
1
T#Te
H
-1
Susceptibilidad isoterma
_ oM
XT = OH

Funcidén de correlacion

Gii = (sis;j) — (si)(s;) ~ probabilidad s; = s;

50) =] = [drGo)

liquidos

(Fluctuacion-disipacion)

T'=1.= xT7 =0

Sistema CRITICO: sensibilidad a perturbaciones
Opalescencia critica

\_
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/‘Susceptibilidad y correlaciones (2) I

T > T,.: Sistema desordenado
e_r/f

Tconst.

G(r) ~

¢ = longitud de correlacion

T < T,.: Sistema ordenado

G(r) ~ const.

T = T,: Sistema critico

XTz/er(r)zm(z)fzoo

1
r2—d+n

G(r) ~

\_

> ley de potencias

\

En general £ ~ (T'—T,)™" v,n = exponentes criticos
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/‘P roblemas ' \

e Divergencias en el punto critico Yy = o0, £ = o0, . ..

e Valores no racionales para los exponentes

Vlsing(d=2) = 0.630 ... = Analisis Dimensional falla
e Numero grande particulas
e Fuertes correlaciones (fendmeno critico)

e Muchas (todas) escalas presentes

log(No. racimos tamaiio s)

log(s)

e Aproximaciones en torno a una escala caracteristica
fallan
e Teoria de campo medio (por ej. Weiss) falla:
campo medio v =1/2 Vd

§ ~ (T — TC)_V
Vlsing(d=2) o Vlsing(d=3)

\_ _/
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/g,Por qué nos importa?

LLa invariancia de escala es frecuente en la Naturaleza
i # 0 ~» J. RODRIGUEZ LAGUNA
h=20:

e Sistemas en equilibrio
— “puros’: Ising, liquidos
— con impurezas o desorden: percolacion
e Sistemas con dinamica
— Cerca del equilibrio: movimiento browniano,
difusion
— Lejos del equilibrio:
x SOC ~~ R. SANCHEZ, B. VAN MILLIGEN
x Generic scale invariance
x Modelos de crecimiento
x Turbulencia

e Matematica Aplicada

— Sistemas dinamicos

* d = (0 ecuaciones diferenciales ordinarias:

Caos determinista

\ — Fractales

x d > 0 EDP’s: Asintotica intermedia 2a. especie

\

_/

Rodolfo Cuerno Dpto. Matemaéticas & GISC, Universidad Carlos III de Madrid



/ ‘Sistemas con impurezas: Percolacion I \

BROADBENT & HAMMERSLEY ~ 1950
Reticulo en d dimensiones (cuadrado, hexagonal, . . .)

e Vértices o nodos ocupados al azar con probabilidad p

~~ percolacion de sitios

e Enlaces ocupados al azar con probabilidad p
~~ percolacion de enlaces

I— ; |'Fr_|rn_-lr_|r:|l_== |=|= ] immN|
- _I-I_|_-IL 1 1 1 t-i_
I:_ |—' il sinaites i.I'::i
P R T I':Ir_|:|_:'; i o e F = e
e
F:"E. TS i
__||___| L —:_:_ J:_ 'J__:__Il LI_ II_II_i
' : L FrP e o L P EFPRRE
i B,
- gu T T T :I —T‘
D!U 4 ?ﬁ’ﬁ B FFEE oo e
=  F e b b Lo P
T _,:"?__ R T T
J__l'l I—I_ = q: I _| -:-|__ : F H ;{ :IET__:
E N i L et

P

P = probabilidad estar en racimo infinito
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/‘z,Qué es lo que hacemos? I \

Grupo de Renormalizacion
(K. WILSON, L. KADANOFF, M.A. FISHER, ...)

e Origen en el estudio de sistemas en los que las

fluctuaciones son importantes
— QFT
— Transiciones continuas (sistemas criticos)
e No es un grupo!

e [dea: reducir el estudio de un sistema con muchas
partes en interaccion al de otro equivalente con
menos integrantes

e Objetivo: estudiar comportamiento hidrodindmico

del sistema (grandes distancias y/o tiempos)

e Técnica de andlisis asintotico de validez general
~ refinamiento Analisis Dimensional
(N. GOLDENFELD, G.I. BARENBLATT)
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/ ‘Estrategia I \

1. Usando invariancia de escala, definir sistema
equivalente con menos elementos
COARSE-GRAINING

2. Reescalar para recuperar tamano original y comparar
REESCALADO
Invariancia escala = Sist. “nuevo” misma forma

3. Vueltaa l.
ITERACION  ;Puntos fijos?

‘ Distinguir I

o FEstrategia: 1idea NO perturbativa

e [mplementacion: suele requerir aproximaciones
— Controladas: desarrollo €, desarrollo 1/N, . ..

— No controladas: decimacion, GR espacio real, . . .

. Calidad resultados?  jDepende!

\_ _/
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/Ejemplo 1: percolacion de enlaces

En red cuadrada, eliminamos un nodo de cada dos
a—ba con b=+\2

Red nueva: unimos 2 nodos si en la original los unian al
menos 2 enlaces

IOOQOO/O/
S
& o§o

/) |

@)
G O @
G—OOOQQ%

Probabilidad ocupacién p ~ p

p’ = probabilidad 2 sitios unidos por un enlace

@ @ .
&
. . |
P(]-
w —8 (I-p)
. .
R O 2 2
P (1-p)
O

.
.
.
.
.
.
.
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4 )

p =p* +4p°(1 —p) + 2p°(1 — p)* = 2p° — p*

En general
p/ = Rb (p) b= \/5

Bajo la iteracion
Rbl R52 = Rblbg ~ “grupo”

Sin embargo, NO es grupo transformaciones: ﬂRb_ !
iSe pierde informacion!

Puntos fijos (PF):  (~ invariancia de escala)

( p =0 red desconexa
. . . p* =1 red llena
p"=2(p )2—(]9 )4 = 4 _14E ..
p* = % PF no trivial
\ ~ (.62

Comparar con pS*@cte = (.5

\_ _/
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&'(p) =
Despejando
p/ — Pc ™~
por comparar con

p" = Ry(p)

Y

des. Taylor

bl/y
§Y (p)

~J (p/

/‘ Reescalado y exponentes criticos I

§p) ~ (p—pe)™”
En las nuevas unidades, la long. correlacion es menor

¢(p)

T pc)_y

~ bl/y (p — pc)

Usando

Ry(x) = 222 — x*
b= 2

Pe ~ 0.62

\_

v~ (0.818

comparar con

L Vexacto — 4/3

\
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/‘ Observaciones I

e Resultado para v no muy bueno

~ mejorar definicion de Ry,
e [teracion supone pensar en espacio de parametros

e Se dice que los parametros (p, J, H, .. .)

“renormalizan’ bajo la iteracion

¢ disminuye, a no ser que

& = oo punto critico
&£ =0 sistema compl. desacoplado

e Hay puntos fijos

P = 0 ~ TIsing — &0

p = I ~ TIsing =0

— triviales

— no triviales

\_

e (Coarse-graining supone alejarnos del punto critico.
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J

emplo 2: Ising d = 1

H = —

(reetiquetamos)

kT

N N
Hising = K Z $;Sjy1+ N Z s; + const.

E E H Ksj(s;— 1+33+1)‘|‘h33+ (sj—1t+8j+1)
{si}J par

Z H {GK(Sj—1+Sj+1)+h+%(8j—1+3j+1)_|_

$1,83,... ] par

e—IC(Sj_1+Sj+1)_h+%(Sj—1+3j+1) }

Z H {6(K+%)(Sj+8j+1)+h 4+ 6—(’C—%)(8j+8j+1)—h}
{si} J




del original, con pardmetros nuevos

]C/Sjsj+1+%/(5j+5j+1) (K4+%)(sj+sj+1)+h
& e +

4+ o~ (K=%)(sj+sjp1)—h

Imponiendo s;, 541 = *=1:

1. cosh(2K + h)
" = h+ =1
h i o cosh(2/C — h)

1. cosh(2/C + h) cosh(2K — h)

—In

4 cosh? h

Una iteracion en un espacio de 2 parametros

IC/

exp(—2h)

T=inf.

} h:in?. 1 exp(-2K

anonemos que la forma del nuevo hamiltoniano sea la \

_/
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/‘A nalisis flujo I \

Parah =0es K’ = ilIncosh(2K) <K
= la iteracion lleva a un sistema

mas débilmente acoplado ~ mas facil de resolver

0 =17 —
Parah =0es K* =

o =T —0

El punto fijo
(e72X" =0, =1)=(h*=0,T =0)

es inestable: 1a iteracion “aleja’ de €l al sistema si

éste no esta justo en €l

Inic. (h = 0,T # 0) ~~ a escalas grandes,

comportamiento de I’ = oo ~ sistema desordenado

Inic. (h = 0,7 = 0) ~~ a escalas grandes,

comportamiento de espines completamente alineados

Caso un poco especial: modelo de Ising d = 1 tiene
transicion de fase justamente para 1T’ = 0
(comparar SOC)

_/
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/‘ Modelo de Ising d = 2 I

El flyjo es, aproximadamente

h

® =

Puntos fijos:

o *=0,h* =0~ T = o0: sistema desordenado
La direccion del campo magnético es relevante:

aleja del punto fijo
o * =00, h* =0~ T = 0: sistema ordenado

o " =K. h* =0~ T ="T,.: punto critico

todas las direcciones son relevantes

\_
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/‘ Caracteristicas generales I

Sistema descrito por hamiltoniano (equilibrio)

H=— kBTH ZIC Vo ({si})

Por ;.

N
v, = ZSJ' Klzh

=
|
M= 1

Sij_H ICQ =K
(4,3)
N

E 5841

((4,5))

S
w
I

Iteracion: Coarse-graining + reescalado:

H— H = Z/c’ o({s1})

Misma forma = jmismos V!

= o0 pto. critico
¢ = 3 = ptos. fijos tienen : p

b &=0 nocorr.

_/
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/Sea n = 2y pto. critico en (K¢, KCop) = (72 2 ) \

kpT.’ kpT.

K;
K/K, = J/§=const.

Variedad
critica

K

e El flujo no cruza la variedad critica:
& = oo sobre ella

¢ < oo fuera, y £ disminuye con la iteracion

e Puntos fijos
K;=R;({K5}) =12
Linealizando en torno a ellos

0Ky
0KCo

OR;
M,;: =
’ [(‘9le ] PF

\_ _/
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/ Sea M)y = A0 y \

e Propiedad de “grupo”
MO ppo1) — pp(bib2) 3 (b1) \(b1) — (b1b2)

= \=10Y y exponente critico ~ v

y>0 = A>1 direccion relevante
y <0 = A<1 direccién irrelevante

y =0 direcciéon marginal

e Idea general:

— Considerar conjunto completo términos

interaccion W, ({s;}). Aproximaciones

— Bajo 1teracion, cerca punto fijo

unos relevantes, otros irrelevantes

— Universalidad: propiedades criticas determinadas
por autovalores > 1 cerca punto fijo: solo
importan t€rminos relevantes de simetria
pertinente para la d dada

\_ _/
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/Algunas conclusiones I \

e En equilibrio, puntos fijos son estables
~ ajuste fino pardmetros
e Fuera del equilibrio, mas posibilidades:

— Generic scale invariance: puntos fijos estables

- SOC: ;?

e Implementaciones GR:
GR espacio real
GR espacio momentos
DMRG
GR funcional
GR de MC
GR fenomenologico
Decimacion
GR cumulantes

GR a la Migdal-Kadanoff

ad nauseam
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